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Prefacio

A publicagdo do livro «Investigacdo Operacional — Vol.1 — Programagao Linear»
traduziu a intengdo das autoras de apresentagdo de uma visao pratica da Progra-
magao Linear. Desde o inicio que este projecto incluia a disponibilizagdo de um
volume complementar de exercicios que incluiria as resolu¢des dos exercicios propos-
tos no fim de cada capitulo, para além de outros exemplos e exercicios adicionais.

Este novo volume vem assim traduzir uma ferramenta util para o gestor ou execu-
tivo que pretenda melhorar a sua agilidade na resolucdo de problemas do foro da
Programacéo Linear, e para o gestor de amanha, ou seja, o estudante dos cursos de
Gestao, Economia, Engenharia ou Matematica, que pretenda ter uma visédo aplicada
da Investigacdo Operacional.

Considerando a forte ligagdo entre esta obra e o livro texto, de notar que se
podem encontrar os exercicios estruturados em 10 capitulos que correspondem no
essencial aos varios temas explorados no volume |. Deste modo, é facil para o leitor
acompanhar a resolucdo dos exercicios com a leitura do livro texto.

O conteldo destes capitulos traduz, em grande parte, uma selecgdo cuidada de
questdes colocadas em testes e exames finais, ndo s6 do ISCTE, onde as autoras
leccionam, mas também de outras Escolas Superiores onde a disciplina € ministrada.

Por dltimo, e relativamente a filosofia subjacente a esta obra, tal como acontece no
livro texto, torna-se importante salientar os trés aspectos essenciais que foram explo-
rados intencionalmente, como complemento das técnicas de resolugdo de problemas
deste tipo: a formulagdo de problemas, a interpretacdo da solugédo dptima e ainda a
analise subsequente a obtengdo dessa solugao.

A titulo de conclusdo, gostariamos de deixar uma palavra especial de agradeci-
mento aos colegas da equipa de Investigagdo Operacional do ISCTE pelo apoio e ins-
piracdo que prestaram, bem como, pela sua importante contribuicdo na elaboragdo de
alguns dos exercicios aqui apresentados. As colegas Ana Libano Monteiro e Maria
Jodo Lopes um reconhecimento muito particular pelos importantes comentarios feitos
sobre o manuscrito, pelos contributos validos e ajuda na revisao do texto.

As autoras
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FORMULACAO DE PROBLEMAS

EXERCICIO 1

Uma empresa de estampagem fabrica saladeiras e tigelas de ago inoxidavel. Para
isso, utiliza como matéria-prima chapas de ago de tamanho unico. Com cada chapa
podem-se estampar uma saladeira e duas tigelas, ou entdo seis tigelas.

A firma vende cada saladeira a 80 euros e cada tigela a 25 euros. Cada chapa
custa 60 euros. Os restantes custos sao fixos.

Sabe-se por experiéncia passada que nao se conseguem vender mais do que qua-
tro tigelas por cada saladeira. O numero total de chapas disponiveis é de 680.

Deseja-se conhecer a quantidade a produzir de cada artigo de modo a maximizar
0 lucro. Formule em P.L.

REesoLucio

¢ Varidveis de decisdo

x; — N.2 de tigelas fabricadas em lotes de 2

X> — N.2 de saladeiras fabricadas

x3 — N.2 de tigelas fabricadas em lotes de 6

x4 — N.2 de chapas utilizadas para tigelas e saladeiras
x5 — N.2 de chapas utilizadas para tigelas

e Funcdo objectivo
Max Z = 25x¢ + 80x, + 25x3 — 60 x4 — 60 x5
* Restricbes

3X4 = Xq1 + Xo

} Cada chapa da para uma saladeira
Xy = 2X2 X1 = 2)(4

e 2 tigelas ..

X5 = —— . ou para 6 tigelas

X Nao se conseguem vender mais
2= 4 do que 4 tigelas por cada saladeira

X4 + X5 < 680

¢ maximo de chapas disponiveis

X1, Xo, X3, X4, X5 = O

Condicao de ndo negatividade

X1, Xo, X3, X4, Xg inteiros e indivisibilidade
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e Formulacao alternativa 1

* Varidveis de decisdo

x; — N.2 de tigelas fabricadas
x> — N.? de saladeiras fabricadas

Sabemos que cada saladeira corresponde a uma chapa. Subtraindo ao ndmero
total de tigelas o numero de tigelas em lotes de 2 ficamos com o numero de tigelas
fabricadas em lotes de 6. Dividindo por 6 ficamos com o numero de chapas utilizadas
somente para tigelas. Entdo, o numero total de chapas sera:

X1 — 2 Xo

Numero total de chapas = x5 + 5

e Fungdo objectivo

Max Z = 25 x; + 80 Xy —60(x2 +X1_6¢j
=15 xq1 + 40 x,
* Restricbes
Xy <4 Xo } Nao se conseguem vender mais do que 4 tigelas por

cada saladeira

Xo + %2)(2 < 680 } N.2 maximo de chapas disponiveis

X1, X2 20 - < -
o Condicdo de néo negatividade e indivisibilidade
Xq , Xp inteiros

e Formulacao alternativa 2

¢ Varidveis de decisdo

x; — N.2 de chapas utilizadas para produzir saladeiras e tigelas em lotes de 2

x> — N.2 de chapas utilizadas para produzir tigelas em lotes de 6

Numero total de tigelas = 2xy + 6 x5

Numero total de saladeiras = xy



FORMULACAO DE PROBLEMAS

e Fungdo objectivo

Max Z = 80 x; + 25(2x7 + 6Xx5) — 60 x5 — 60 x5
= 70x4 + 90 x5

¢ Restricbes

Nao se conseguem vender mais do que 4 tigelas

2 <4
X1 + 6 X X1 } por cada saladeira

Xy + Xo <680 } N.2 maximo de chapas disponiveis

X1, X2 20 : .
o Condicéo de n&o negatividade e indivisibilidade
X1, Xo inteiros

EXERCICIO 2

O Ministério da Saude possui cinco locais possiveis para instalagdo de centros de
saude, para servir quatro centros populacionais. Construiu-se um indice que exprime o
inconveniente de servir cada centro populacional pelo centro de saude de cada local,
tendo em conta o numero de habitantes servidos e os meios de transporte existentes.
Os resultados constam na seguinte tabela:

S1 S2 S3 54 S5
P1 40 43 42 38 45
P2 37 40 41 44 36
P3 40 42 39 37 38
P4 45 40 39 42 41

2.A) Sabendo que toda a populacdo de um mesmo centro populacional tem que ser ser-
vida pelo mesmo centro de salde e que cada centro de saude serve apenas um
centro populacional, formule o problema em P.L.

2.B) Suponha agora que cada centro de saude pode servir mais do que um centro popu-
lacional, desde que o numero total de habitantes dos centros populacionais afectos
ao mesmo centro de saude nao seja superior a 5000. O numero de habitantes dos
centros populacionais é dado na tabela seguinte:



INVESTIGACAO OPERACIONAL — EXERCICIOS DE PROGRAMACAO LINEAR

P P2 P3 P4

2500 2000 3000 3000

Formule em PL.

REesoLucio

2.A) Este tipo de situagéo traduz um problema a que se chama problema de afectacao.

e Dados

indice de inconveniéncia de servir cada centro populacional P; por cada centro de
saude S;.

S1 52 S3 54 S5
P 40 43 42 38 45
P2 37 40 41 44 36
P3 40 42 39 37 38
P4 45 40 39 42 41

e Formulacdo
¢ Varidveis de decisdo

1 se o centro populacional P é servido

X = pelo centro de saude S;
j=

0 caso contrario

i=1234 j=1,22345

e Funcdo objectivo
Min indice de inconveniéncia (//)
Il =40x41 + 43 X492 + 42 X143 + 38X14 + 45 X5
+ 37 X014 + 40 Xoo + 41X0o3 + 44 Xo4 + 36 Xo5

+ 4OX31 + 42X32 + 39X33 + 37X34 + 38X35

+ 45X41 + 40X42 + 39X43 + 42X44 + 41X45
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* Restricbes

X14
X21
X31
X4

X11
X12
X13
X14
X15

xj e {01} i

+
+
+
+

+ + + + +

X21
X22
X23
Xo4
Xo5

+ o+ o+ +

+ + + + +

X13
X23
X33
X43

+ o+ + +

X31
X32
X33
X34
X35

+ + + + +

=1, ..

X14
X24
X34
X44

X41
X42
X43
X44
X45

+ X15 =1
+ Xp5 =1 Cada centro populacional P;s6 pode ser
+ X35 = 1 servido por um centro de saude 8/-
+ Xy45 = 1
<1
<1
< 1 Cada centro de saude S; s6 pode servir um
; ) centro populacional P;
<1
j =1, ..., 5— Variaveis binarias

2.B) A este tipo de problemas dé-se o nome de problema de afectacdo generalizada por-
que um centro populacional s6 pode ser servido por um centro de saide mas cada centro
de saude pode servir mais do que um centro populacional.

A formulacdo é semelhante a apresentada na alinea anterior, bastando acrescen-
tar mais um bloco de restricdes que contemplem a nova situagéo.

e Dados

Dados da alinea anterior e adicionalmente:

— Cada centro de saude pode servir mais do que um centro populacional

— N.2 de utentes de cada centro de saude < 5000

— N.2 de habitantes dos centros populacionais e indice de inconveniéncia de serem
servidos pelos centros de saude (idéntico a alinea anterior):

S1 52 S3 54 S5 N.? Hab.
P1 40 43 42 38 45 2500
P2 37 40 41 44 36 2000
P3 40 42 39 37 38 3000
P4 45 40 39 42 41 3000
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e Formulacao

¢ Varidveis de decisdo

Mantém-se as mesmas da alinea 2.A), Xjj

e Fungdo objectivo

Min indice de inconveniéncia (//) = fungdo objectivo inicial.

* Restricbes

X1+ X2 + X413 + X914 + Xi5
X21 + Xpp + Xp3 + Xp4 + X5

X391 + X32 + X33 + X34 + X35

Xa1 + Xap + X43 + X44 + Xg5

2500 x4 + 2000 xo1 + 3000 X34
2500 xq5 + 2000 x55 + 3000 x50
2500 x43 + 2000 xo3 + 3000 x33
2500 x14 + 2000 Xo4 + 3000 X34
2500 x45 + 2000 xo5 + 3000 x35

xj e {01} i

EXERCICIO 3

1
1 Cada centro populacional P; s6 pode ser
1 servido por um centro de saude S;

1

+ 3000 x4 < 5000 Cada centro de saude
+ 3000 X4p < 5000 S; pode servir mais do
+ 300043 < 5000 que 1 centro populacio-
+ 3000 x44 < 5000 nal P; desde que nao
+ 3000 x45 < 5000 sirva mais do que 5000

habitantes

..., 5 — Variaveis binarias

A QUIMEX tem vindo a diagnosticar uma deterioragdo da sua imagem. E acusada,
alias com fundamento, de ser responsavel pelos elevados niveis de poluicdo do Rio
Alvéolo. A administracdo considera que chegou o momento de resolver o problema e
encomendou por isso um estudo que tem por objectivo determinar a possibilidade de
compatibilizar a redugdo ao normal da emissédo de residuos poluentes com os objecti-
vos econdmicos definidos para o corrente exercicio.

A QUIMEX produz trés tipos de fertilizantes. O fertilizante A emite 50 unidades de

residuos téxicos por tonelada produzida,
fertilizante C, 60 unidades por tonelada.

o fertilizante B, 40 unidades por tonelada e o

Os precos de venda sdo respectivamente para os fertilizantes A, B e C, de 20, 25
e 30 euros por tonelada. Os custos por tonelada sdo de 10 euros para o fertilizante A

e 20 euros para os fertilizantes B e C.

Para que se cumpra o plano, o lucro minimo mensal deve ser de 100 mil euros.
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A empresa tem capacidade instalada para produzir 15 000 toneladas de fertilizante
por més e nao pretende trabalhar a menos de 80% da capacidade. Nao existem pro-
blemas de escoamento para qualquer um dos tipos de fertilizante.

Compromissos ja assumidos obrigam a QUIMEX a entregar a um cliente 5000
toneladas mensais de fertilizante A.

3.A) Formule o problema.

3.B) Considere agora a seguinte informagéo adicional: todo o fertilizante deve ser ensa-
cado na semana em que é produzido. O ensacamento é feito no exterior em duas
empresas sub-contratadas. A capacidade disponivel de cada uma das sub-contrata-
das por semana (em toneladas ensacadas), no més de Marco, é dada pelos seguin-
tes quadros:

SUBCONTRATADA 1 SUBCONTRATADA 2

A B C A B (o}
12 semana | 1000 — — 12 semana | 2000 — 1000
22 semana | 1000 | 1000 500 22 semana| — 1000 500
3% semana| — 1000 | 1000 3% semana| — 1000 —
42 semana | 2500 — — 42 semana | 3500 | 3000 | 5000

Que alteragdes tera que fazer ao modelo formulado na alinea anterior para integrar
esta nova informagé@o no planeamento da produgédo do més de Margo?

ResoLucio
3.A)
e Dados
Residuos/tn Preco Venda Custos
Fertilizante A 50 20 10
Fertilizante B 40 25 20
Fertilizante C 60 30 20

— Lucro minimo mensal: 100 mil euros

— Capacidade instalada: 15 000 ton/més

— Capacidade minima: 0,80 x 15000 ton/més
— Fertilizante A > 5000 ton/més
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e Formulacao
¢ Varidveis de decisdo

x; — toneladas de fertilizante tipo A produzido por més
X, — toneladas de fertilizante tipo B produzido por més

x3 — toneladas de fertilizante tipo C produzido por més

e Fungdo objectivo

Min Poluicdo = 50 x; + 40 X, + 60 X3

* Restricbes

sa. [(20-10)xy + (25 -20)x» + (30 — 20)x3 > 100000
Xy + Xo + x3 < 15000

Xy + Xo + X3 = 0,8 x 15000

X7 = 5000

>0 /=123

Xj

3.B)
e Dados adicionais

Capacidade semanal das duas sub-contratadas:

TIPOS DE FERTILIZANTE

A B C
12 semana 3000 — 1000
22 semana 1000 2000 1000
32 semana — 2000 1000
42 semana 6000 3000 5000

e Formulacao
* Varidveis de decisdo

Acrescentar ao modelo as seguintes varidveis com coeficiente zero na funcéo
objectivo:
y; — quantidade de fertilizante de tipo j (j = A, B, C) ensacado (ou produzido)
nasemanai (i = 1,2, 3, 4)
e Funcdo objectivo

Mantém-se a mesma fungdo que em 3.A), pois 0}9” =0
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* Restricbes

Acrescentar as seguintes restricoes:
Yi1 + Yo1 + V31 + Va1 = X4
T Yoo + V32 + Va2 = X2

Y12
Y13
Y11
Y12
Y13
Y21
Yoo
Y23
Y31
Y32
Y33
Yai
Y42
Y43

+
<

ININ NN

IANIN AN A

Yo3 + Y33 t V43 = X3

3000
0

1000
1000
2000
1000
0

2000
1000
6000
3000
5000

* Formulacao final

Min Poluicdo = 50x; + 40 x5 + 60 x5

S.a.

(20 - 10)x; + (25 — 20) X, + (30 — 20)x3 > 100000

X1 + Xo + x3 < 15000

Xy + X2 + X3 = 0,8 x 15000
x; = 5000

Y11+ Yo1 + V31 + Va1 = X4
Yi2 + Yoo + V32 + Vao = Xp
Y13 * Y23 + V33 + Va3 = X3
y11 < 3000

Yiz =0

y13 < 1000

yo1 < 1000

Yoo < 2000

Y23 < 1000

Y31 =0

y3s < 2000

y33 < 1000

Y41 < 6000

Yao < 3000

Y43 < 5000

x; 20 j=1,2,3

yj 20 i=1,234 j=1,23



INVESTIGACAO OPERACIONAL — EXERCICIOS DE PROGRAMACAO LINEAR

Olhando para a formulagdo acima podemos constatar que as variaveis Xy, X, X3

sdo dispensaveis, bem como as varidveis y;> € y3¢. Sendo assim, a formulagéo pode
ser simplificada como se segue:

e Formulacao alternativa
(Nota: ndo existem yq5, € y3q)

Min Poluic&o = 50(yy¢ + Y21 + Ya1) + 40(¥oo + Y32 + Ya2) +
+ 60(y43 + Y23 + Y33 + V43)

sa. 10(y11 + Yo1 + Ya1) + 5(Ya2 + Yao + Ya2) +
+10(y43 + Y23 + Y33 + ya3) = 100000

Y. 2.y < 15000
i

Y. 2.y = 12000
i

Y11 < 3000
Y13 < 1000
Yoy < 1000
Yon < 2000
Vo3 < 1000
Yap < 2000
Va3 < 1000
Y41 < 6000
Yas < 3000
Va3 < 5000

yj 20 i=1,234 j=1,2,3

EXERCICIO 4

Uma empresa téxtil possui duas fabricas, F1 e F2, situadas no interior e no litoral
do pais. A fabrica F1 possui uma capacidade produtiva mensal de 6000 casacos e a
fabrica F2 de 9000 casacos.

Apds a confecgao, os casacos sao enviados para quatro armazéns, A1, A2, A3 e
A4, para posteriormente serem distribuidos. A fabrica F1 apenas pode enviar casacos

para os armazéns A1, A2 e A3, enquanto que a fabrica F2 tem apenas acesso aos
armazéns A2, A3 e A4.
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Os custos unitarios de transporte, assim como as capacidades dos armazéns
encontram-se na tabela seguinte.

Al A2 A3 A4

Fi 40 50 55 —
F2 — 60 30 50
Capacidades 2500 4500 5500 3500

4.A) Formule em P. L. tendo em vista a minimizagéo do custo total de transporte.

4.B) Suponha que os casacos enviados para o armazém A1 se destinam exclusivamente
a satisfazer encomendas do Sul do pais enquanto que os enviados para o0 armazém
A4 séo apenas utilizados para encomendas do Norte do pais.

Reformule o problema sabendo que as encomendas do Norte do pais sdo 8000 ca-
sacos e as do Sul de 5000 casacos.

REesoLucio
4.A)
e Dados

— Custos unitarios de transporte

Armazéns (Procura) Capacidade
A, A, A A, produtiva
Fabricas F 40 50 55 — 6000
(Oferta) F, — 60 30 50 9000
Capacidade 2500 4500 5500 3500

e Formulacao
¢ Varidveis de decisdo
x; — N.° de casacos transportados da fabrica i para o armazem j
(comi =12; j=1,2, 3, 4) (Nota: ndo existem x14 € Xo1)
e Funcdo objectivo

MinC = 40X11 + 50X12 + 55X13 +
+ 60X22 + 3OX23 + 50X24
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* Restricbes

X1+ X2 + X3 = 6000 Capacidade das fabricas (15 000)
Xoo + X23 + Xoq = 9000
X11 < 2500
X{o + X < 4500
12 22 Capacidade dos armazéns (16 000)
X13 + X23 < 5500
Xog < 3500
X,-I-ZO i=1,2, j=1,234
4.B)
e Dados adicionais
6000 F1 2500 A1 5000 Sul (2)
4500 A2
5500 A3
9000 F2 3500 A4 8000 Norte (1)

e Formulacao
e Varidveis de decisdo
x; — N.2 casacos transportados da fabrica / para o armazeém j
(i=1,2;j=1,2, 3, 4)
yjx — N.2 casacos transportados do armazém j para a regiao K
(k = 1 (Norte), 2 (Sul)) comj =1,2, 3, 4

N&o existem y11 € Y40

O numero de casacos que vao circular neste sistema é condicionado pela
capacidade das zonas Norte e Sul (8000 + 5000 = 13000).

® Fungédo objectivo
Min C =40x44 + 50Xxy5 + 55Xx43 +
+ 60X22 + 30 Xo3 + 50X24

* Restricbes

[7AN

X141+ X420 + X 6000
" 12 13 } capacidade das fabricas

Xoo + Xo3 + Xog < 90
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X11 < 2500
X12 + X22 < 4500 . ]
Xi3 + Xog < 5500 capacidade dos armazéns
X24 < 3500
Y21 + Y31 + Y41 = 8000
Y12 + Yoo + Va2 = 5000
Y12 = Xq1
Y21+ Va2 = Xi2 + X2
Y31+ V32 = X3 + Xo3
Y41 = Xo4

X,'jZO,
yijO, j=1,2,34 k=1,23

3X14v X21, Y11, Y42,

(Nota: esta formulag@o pode ser simplificada eliminando as varidveis xy1 € Xxo4 OU
as variaveis yio € y41, UMa vez que yio = X11 € Y41 = Xoa).

EXERCICIO 5

Uma organizagéo internacional de apoio aos paises menos desenvolvidos pre-
tende planear a sua actividade para o proximo ano. Com base em estudos ja efectua-
dos foi seleccionado um pais no qual a actividade sera desenvolvida. A organizagéo
pretende intervir nas areas de combate a fome, vacinagéo infantil e alfabetizacéo de
adultos. Com base na experiéncia dos anos anteriores a organizagdo definiu cinco
tipos de projectos de duragdo anual.

A informacgéo sobre cada tipo de projecto encontra-se nas tabelas 1 e 2.
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TABELA 1. RECURSOS HUMANOS ASSOCIADOS A CADA PROJECTO

Projecto N.€ dg gquipas N.‘—’. de
médicas alfabetizadores
Pi 5 —
P2 4 —
P3 3 4
P4 — 8
P5 — 7

TABELA 2. RECURSOS MATERIAIS ASSOCIADOS A CADA PROJECTO

Projecto . Cereais ' Reqursos
(milhares de ton.) | financeiros (u.m.)
P1 14 20
P2 18 21
P3 23 35
P4 12 25
P5 18 28

A organizagéo dispde de 130 equipas médicas, 175 alfabetizadores, 540 milhares
de toneladas de cereais e 980 u.m. para afectar aos projectos.

Os resultados previstos para cada tipo de projecto encontram-se na tabela 3.

TABELA 3. RESULTADOS PREVISTOS PARA CADA PROJECTO

Criangas Adultos
Projecto vacinadas alfabetizados
(milhares) (milhares)
P1 80 —
P2 70 —
P3 60 0,35
P4 — 0,90
P5 — 0,60

A organizagéo pretende vacinar pelo menos meio milhdo de criangas e alfabetizar
pelo menos cinco milhares de adultos.

Formule o problema em PL. sabendo que o objectivo principal é desenvolver o
maior numero possivel de projectos.
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Para o leitor que pretenda exercitar ou consolidar os seus conhecimen-
tos em Investigacdo Operacional — Programacé&o linear, este livro pode ser
utilizado como instrumento de apoio ao primeiro volume desta obra. Para
além de incluir as resolugdes dos exercicios propostos no fim de cada capi-
tulo do volume 1, inclui ainda outros exemplos e exercicios adicionais.

Tendo como base enunciados ilustrativos de situagdes reais, este tra-
balho € uma ferramenta util quer para o gestor ou executivo que deseje
melhorar a sua agilidade na resolucdo de problemas na area da progra-
macao linear, quer para o gestor de amanha, ou seja, o estudante dos
cursos de Gestdo, Economia, Engenharia ou Matematica, que pretenda
uma visado aplicada da Investigagao Operacional.

INVESTIGAGAO OPERACIONAL

Vol. 1 - Programacao Linear
Vol. 2 - Exercicios de Programacao Linear
Vol. 3 - Transportes, Afectacdo e Optimizacao em redes

R
(V]
2]
P
[ee]
—
©
Al
~
P
[ee]
~
(o]
pzd
om
@




